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Rksum&-Dans cet article, les auteurs dkduisent une solution approchke dormant le facteur de reaction 
pour le transfert de matitre avec r&action chimique irrttversible d’ordre un dans une couche limite lam- 
inaire dtveloppk. le long d’une plaque plane. Cette solution, ttablie dans le cas particulier de nombres 
de Schmidt 6levts, est cornparke aux expressions thkoriques dWuites de la litttrature; cette comparaison 
met en tvidence I’inttrZt de la solution aDDrochke obtenue. L’article traite bpalement du cas oh la &action 

al, a,, a3, 

a,, as, 
A, 
B, 
u, 
C A, 
C BY 
cll, 

DA, 

DB, 

D, 

:1, 

?A x3 

chimique irr&ersible mise en jeu est d’ordre deix. 

NOTATION 

constantes dans l’expression (22): 
constituant de la plaque : 
solutt contenu dans le fluide : 
constituant fictif ; 

concentration de A: 
concentration de B: 

composante de le vitesse du fluide 
suivant Oy ; 
coordonnke dans le sens de 
l’kcoulement ; 
coordonnke dans la direction per- 
pendiculaire g la plaque : 
coefficient stoechiomktrique de la 
rkaction de A sur B. 

= (l/z) ’ CB - CA: concentration 
du constituant fictif U : 
coeffkient de diffusion de A dans Lettres grecques 
le liquide ; a, = [@o(O)] 3/sc; 
coefficient de diffusion de B dans Y, = (k, * DA)*/k; ou 
le liquide ; (k2 - c,, * D,)+/k; : 
coeffkient de diffusion de A et de y’, paramktre dkfini par la relation 
B lorsque DA = D, ; (33); 
variable dans (16) et (17) ; 4 tpaisseur de la couche limite 
constante de vitesse d’une r&action dynamique ; 
d’ordre un ; 6 In, kpaisseur de la couche limite 
constante de vitesse d’une rkaction de concentration : 
d’ordre deux ; % = y ’ (u&J * x)3 ; 
coeffkient de transfert de mat&e : v , viscositk cinkmatique du liquide : 
vitesse de la rkaction chimique: =SJd; 
= vfD,; nombre de Schmidt cor- $0,. concentration relative : 
respondant d A ; = k Jki; facteur de &action: 
composante de la vitesse du fluide facteur de r&action correspondant 
suivant Ox ; A une r&action intiniment rapide. 

2017 



2018 F. COEURET et J. J. RONCO 

Indices 
s, a la surface de la plaque : 

cc, zi grande distance de la plaque. 

Exposants 
en l’absence de reaction chimique : 
valeur moyennne. 

DEPUI~ quelques an&es, l’analyse mathematique 
des phenomenes de transfer-t de mat&e accom- 
pagnQ de reaction chimique a fait l’objet de 
plusieurs travaux qui se distinguent en premier 
lieu par le caractere de la reaction chimique 
mise en jeu : 

-reaction hettrogene, intervenant a la sur- 
face d’un solide. 

-reaction homogene dans une region de 
fluide en mouvement voisine dune interface a 
partir de laquelle diffuse une esp&e chimique 
reactive. 

Dans la seconde categoric, quelques auteurs 
ont ttudie le transfer-t de mat&e dans une 
couche limite laminaire qui se developpe le 
long d’un obstacle immergt, le plus souvent le 
long d’une plaque plane. 

C’est ainsi que les etudes du regime perma- 
nent ont portt sur les cas oti la reaction chimique 
entre le composant B du fluide et le reactif A 
present a interface, est irreversible d’ordre deux 
et trb rapide [l-3] et d’ordre un [4-71. Pour 
ce dernier type de reaction, une solution anal- 
ytique exacte des equations de bilan n’est pas 
possible dans tout le domaine de variation de la 
vitesse de reaction. Seules peuvent Ctre obtenues 
deux solutions limites exactes, l’une corre- 
spondant aux reactions lentes, l’autre aux 
reactions rapides. 

Shirotsuka et Sano [I ont resolu ce probleme 
par analogie avec le transfer? de chaleur non- 
stationnaire dans une couche limite laminaire: 
ils ont mis en evidence l’analogie formelle qui 
existe entre le bilan de mat&e (regime station- 
naire) et la transform& de Laplace du bilan 
thermique (regime non-stationnaire). 11s pro- 
posent une solution analytique approchee couv- 
rant tout le domaine possible de variation de la 
vitesse de reaction et ayant comme asymptotes 

les solutions limites exactes trouvees. L’expres- 
sion analytique approchee de ces auteurs a une 
forme ltgerement differente de celle proposte 
par Cess [8] pour le transfert de chaleur non- 
stationnaire dans une couche limite laminaire 
formee sur une plaque. 

Shirotsuka et Sano [9] ont Cgalement Ctudie 
le cas du transfert de mat&e non-stationnaire 
avec reaction d’ordre un; ils utilidrent cette 
fois I’analogie formelle entre les transformees de 
Laplace des bilans locaux instantanb de matitre 
de Laplace des bilans locaux instanta& de 
mat&e et de chaleur. 

Le but de la presente note est de donner une 
solution analytique approch&e du probleme de 
transfert de mat&e stationnaire avec reaction 
irreversible d’ordre un, puis d’ordre deux. Pour 
le cas de la reaction d’ordre un, cette solution 
est en effet beaucoup plus simple que celle de 
Shirotsuka et Sano et, par consequent, d’emploi 
plus commode. Dans les deux cas, on suppose 
un prolil de vitesse et un profil de concentration 
en similitude et lintaires. 

EQUATIONS A RESOUDRE 
Considbrons le cas simple d’une plaque plane 

contenant le composant A, immergee sous 
incidence nulle dans un liquide en mouvement 
a la vitesse uniforme u,, chimiquement reactif 
avec A par le solute B qu’il renferme (Fig. 1). 

La reaction chimique mise en jeu : 

A + z * B--t Produit (1) 

a lieu dans la couche limite laminaire developpee 
le long de la plaque et sa vitesse est rA: z est le 

CA m =O 
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FIG. 1. Couches limites autour d’une plaque plane. 
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coeffkient stoechiomttrique de B dans cette 
reaction. 

En faisant les hypotheses classiques de la 
couche limite, la solution mathematique du 
probleme correspondant a un Ccoulement per- 
manent laminaire incompressible, a tempkra- 
ture constante, s’obtient a partir des equations 
differentielles suivantes : 

equation de conservation de la masse de fluide 

au x +allY=() 
ax ay 

(2) 

equation du mouvement 

a’u, 
va2=ux ax ay 

.!!I2 + u,.!!5 
ay (3) 

equation de bilan du reactif A 

D a2cA 
A'ayZ - IA = u, .a$ + UY .ac, 

ay 
(4) 

equation de bilan du solute B 

acB acB (5) z’rA = uxsx + u,,‘ay. 

Dans l’ecriture de ces equations, on neglige 
la diffusion dans la direction Ox de l’ecoulement 
et on suppose que les concentrations de A, de 
B et des produits de reaction sont suffisamment 
faibles pour ne pas affecter les proprietes du 
fluide. 

Les conditions aux limites pour la vitesse et 
pour les concentrations sont les suivantes : 

y = 0, u, = uy = 0, CA = CAs, 

c, = CBS, 
acB ~ = 0 (6a) 
ay 

y = 6, u, = u, = 0.99.u, (6b) 

y = &, CA = 0, c, = 0,99 * c,,. (64 

On trouvera dans la liste de notation la 
signification des differents symboles utilises 
(par hypothbse, 6 est suptrieur a 6, le fluide 
considere &ant un liquide). 

Dans l’analyse des phenomenes de transfert 
de mat&e avec reaction chimique, on a habitude 

de rechercher l’expression du facteur de reaction 
ou d’acceleration 4 qui reprtsente le rapport du 
flux de diffusion avec reaction, k, - CA, au flux 
de diffusion sans reaction ki - CA, en fonction 
du parametre y qui chiffre l’importance de la 
cinetique de la reaction par rapport au transfert 
purement diffusionnel. Pour une reaction 
d’ordre un, de constante de vitesse k, : 

L’interet de cette formulation reside dans le 
fait que C$ est une mesure quantitative de 
l’influence de la reaction chimique sur la quan- 
tite de matiere transferee, par rapport au trans- 
fert purement physique, et que ce facteur varie 
entre les deux solutions limites C#I = 1 (pas de 
reaction, y + 0) et 4 = y (reaction trb rapide. 

Y -+ co). 

SOLUTION APPROCHEE POUR UNE REACTION 
IRREVERSIBLE D’ORDRE UN 

La vitesse de la reaction a pour expression : 

rA = k, * CA. (8) 

La combinaison 
conduit A l’tquation 

D a2cA 
*p- k,*C, 

A ay2 

des equations (2) et (4) 
suivante : 

acA 
= u;--- 

ax 

au 

-[i 1 $*dy .$ (9) 

0 

dont l’integration par rapport a y donne: 

m 

+ k,. 
c 

C, * dy. (lo) 

Pour rtsoudre cette derniere equation, Bird 
et al. [5] ont propose d’introduire des protils de 
vitesse et de concentration semblables, c’est- 
a-dire : 
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(114 

CA, - c* 
c AS 

= $pour$ d 1. (lib) 
m m 

Dans ces conditions, I’expression (10) s’tcrit : 

1 4 d(A 3, k, - x 

SC=5 
-x-- + A3 + 6-p 

dx 
‘A2 (12) 

UC.2 

oti A = S,,& designe le rapport de l’epaisseur de 
la couche limite de concentration a celle de la 
couche limite dynamique et SC = v/DA le nombre 
de Schmidt correspondant au composant A. 

Par definition du facteur de reaction 4, 
celui-ci est aussi Cgal au rapport des pentes des 
prolils de concentration en y = 0, c’est-a-dire, 
Ctant don& l’hypothese de lintarite des profils 
de concentration : 

4 = @cA/aY) 

[ 1 

l/ii, d/i?, A” 
(ac,/ay)” y=. = l/sg = m = 7 (13) 

ou l’exposant o caracterise l’absence de reaction. 
L’equation (12) s’ecrit done : 

3 

+6 k,.x A” 2 
-* i-:-\ (14) 

et son integration conduit a des solutions 
simples dans les cas particuliers suivants : 

diffusion sans reaction 

4=1 

reaction trbs rapide 

(15a) 

(15b) 

L’importance des approximations faites ci- 
dessus peut etre chiffree en comparant l’expres- 
sion (15b) de y a celle que l’on obtiendrait a 
partir de (7) en utilisant la valeur de kz dtduite 
par un developpement plus rigoureux [lo], 
c’est-a-dire : 

?=3. !Xz 
i > 

; 
* SC”. (16) 

% 

La comparaison des coefficients numeriques 
des relations (lsb) et (16) montre que les 
approximations sont raisonnables dans le cas 
present de la recherche dune solution approchee. 

Celle-ci peut s’obtenir aisement en admettant 
que A = do/d, = S,,,/C? ne varie pas avec x, ce 
qui revient a supposer que 4 est indtpendant 
de x et done que 4 (facteur de reaction local) 
est Cgal a 3 (facteur de reaction moyen). En 
toute rigueur, cette approximation n’est possible 
que dans le cas des reactions lentes ou pour 
les faibles distances a partir du bord d’attaque 
de la plaque. 

Dans ces conditions, l’integration de (14) 
conduit directement A la relation cherchee 
entre 4 et y, soit: 

c#? = 1 + y”c$ (17) 

qui est une equation cubique en 4 dont la seule 
racine r&Ale possible est : 

d=[o,S+ J(-;+o,25)]’ 

+[O.,-J(-;+0,25)]’ (18) 

pour des valeurs de y inferieures a 1,38 qui 
correspondent aux valeurs de k, ou de x faibles. 

La solution (17) permet de calculer y con- 
naissant 4 et done de tracer la courbe 4(y) qui 
se superpose a la representation de (18) pour 
y inferieur a 1,38. 

11 est interessant de comparer ces solutions a 
celles que l’on peut deduire, pour 4 ou 4, des 
travaux cites ci-dessus et se rapportant au 
mtme problbme, c’est-A-dire : 
-1es resultats de Chambre et Young [4], 
obtenus pour SC = 1: 

i=4 

@= 

c 

[(z!$(O)]~‘-~. [q(O)] *yZipoury < 3 (19) 

i=O 
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i=4 

‘p=c A* [6f*(o)]2i-’ * [6X0)] q2i 
i=O 

pour? < 1,5. (20) 

Les diverses constantes 0x0) ont tte tabulees 
par ces auteurs [e(O) est la valeur en q = y l 
(u,/v * x)* = 0 de la d&iv& par rapport a q 
des ~on~ntrations relatives Q) intervenant 
dans la serie proposee pour d&ire le protil de 
concentration dans la couche limite]. 

-1es resultats de Goddard et Acrivos [6] 
pour les reactions lentes, c’est-a-dire : 

4 = exp(- z) + l e~(~)pour~~faible (21) 

#J = 1 + 0,291. y2 + . . . . . .pour SC grand(22) 

-1es expressions limites de Shirotsuka et 
Sano [7] et de Cess [X] qui conduisent a : 

Pour y petit 
d, = 1 f eb(o)‘8;(o)*w1~y2 -I- &2(o)- 

[e,,(O)]” SC-’ y4 + . . . (23) 

dont les relations (19) et (22) en sont des cas 
particuliers respectivement pour SC = 1 et SC 
superieur a to, 

Pour y grund 
0,02075 1 

cb = Y + Gus] 3 - SC ’ ‘;;” f * ’ . (24) 

Les constantes go(O), &r(O), et,(O) ont la meme 
signification que les constantes K(O) des ex- 
pressions (19) et (20). Elles ont Cte tabultes par 
Shirotsuka et Sano pour SC = 1 et SC = 10 et 
aussi par Cess en transfert de chaleur pour 
plusieurs valeurs du nombre de Prandtl. 

-la solution approchQ fiant Cp et y et ayant 
les expressions (23) et (24) comme asymptotes. 
Shirotsuka et Sano [7l et Cess [8] n’ont pas 
utilise la mbme forme d’expression analytique 
approchee du gradient de concentration ou de 
tem~rature en y = 0. Nous avons recherche 
la relation iiant 4 et y en utilisant la forme 
approchQ de Cess, celle des autres auteurs 

contenant des constantes apparemment er- 
ronees. Elle s’ecrit : 

+-L!_- a, * (a * y2 -k a2) 

f&(O) [ (E-y2 + up 
. . 2 

+ (a I”;2 “+ ya5J2 1 (25) 

ou a,, a2, a3, a,, a5 et g*(O) sont fes constantes 
employees par Cess et oh CI = [Ro(0)] 3/Sc. 

Ces diverses solutions &ant souvent trb 
proches l’une de l’autre, elles n’ont pas Cte 
cornpar& sur le graphique classique 4(y) mais 
on a prefer6 chercher leurs &carts relatifs a la 
solution de Hatta 4 = r/thy, qui dCcoule du 
modele simpliste du film ; ce mode de com- 
paraison a deja CtC utilid par les auteurs [I 11. 
Nous voyons, sur la Fig. 2 que l’expression (17) 
differe seulement de quelques pour cent des 
relations exactes dans leurs regions respectives 
de validite et qu’elle est une bien meilleure 
approximation que la solution (25) surtout si on 
l’utilise avec l’expression rigoureuse de y. 

SOLUTION APPWKHEE POUR UNE REACTION 
~~~~ D’ORDRJi DEUX 

La vitesse de la reaction ayant pour expression : 
rA = k,*C,*C, (26) 

il est possible d’obtenir une solution approchee 
dans le cas particulier oti D, = D, = D. En 
effet, en retranchant membre a membre les 
CgalitQ (4) et (5) et en faisant le changement de 
variable : 

Cp=~.Cg-CA 
Z 

(27) 

ii vient : 

D WI L_-_=$5+~y.EE 
aY2 ay (28) 

avec les conditions aux limites : 

y=o,cpc,,=~~c,-cc,, 
z 

D”e, . 
ay 

= - D-$$ (29a) 



2022 F. COELJRET et J. J. RONCO 

c’est-A-dire : 
(29b) 

CBS = c,_ - 2 * C,,(i$ - 1). (31) 

IJn raisonnement similaire a Cti: fait r&em- 
ment par Brunson et Wellek [ 123. 

L’t5quation (28) avec les conditions aux 
limites (29) traduit le bilan local du composant 
iictif U qui diffuserait dans la couche limite 
laminaire en I’absence de rCaction chimique. 
On dc5montre alors aishment que : 

4’CAs=Gm -cm (30) 

Lorsque la r&action de A sur B est instantan&. 
le facteur de r&action 4 se confond avec ~i,r. ou 
facteur de rCaction correspondant A une reac- 
tion infiniment rapide. Parmi les solutions 
obtenues dans ce cas, citons celle de Potter [l] 
donn& pour CBm/CAs > 2 et qui, si D, = DB 
= D, permet d’tcrire la relation (31) sous la 
forme : 

I 1 rk11!, 1 / I I I ‘!I 

Solution ( 24) 
pour ST-1000 

\ 
5- \ / 

Solution (20) 
LSc=I) 

\, 

pour SC 4000 

(k, Da )“2 
Y' 0 

k, 
0” y 

FIG. 2. Comparalson des solutions thCorques avec la 
solution de Hatta. 
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C Bs 4i.r. - ch - = 
I (32) 

En admettant, comme Van Krevelen et 
Hoftijzer [13], que dans la couche limite 
laminaire, C, est Cgal Si C, au moins jusqu’B 
la profondeur de pCnttration de A, la rCaction 
entre A et B devient du pseudo-premier ordre 
dans une zone oh la concentration de B a pour 
valeur CB = C,. On peut alors appliquer la 
relation (17) en remplacant y par y’ tel que : 

et par consCquent : 

qui peut ttre aiskment rep&sent&e sur le dia- 
gramme classique &y, &J. 

~oyennant les approximations propostes 
par Hikita et Asai [14], il est encore possible 
d’appliquer la relation (17) dans le cas de 
rCactions irrtversibles d’ordm g&-&al. 

La solution analytique approch6e (17) don- 
nant le facteur de r&action pour une rkaction 
chimique irrbversible d’ordre un dans une 
couche limite laminaire a I’avantage de couvrir 
tout le domaine de variation possible de la 
vitesse de &action, d’Ctre beaucoup plus simple 
et aussi plus exacte que la solution approchte 
que nous donnait la IittCrature. Les auteurs 
I’avaient d&j& cornpark [ 111 & plusieurs solu- 
tions thCoriques correspondant il divers modeles, 
mais sa m&hode de dkduction n’avait pa$ CtC 
publik g ce jour. Les dbviations observCes entre 

ces solutions Ctaient infkrieures & 10 per cent: 
l’expression (17), du fait de sa simplicitC, pour- 
rait par consCquent avoir des avantages 
pratiques. 
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MASS TRANSFER WITH IRREVERSIBLE CHEMICAL 

REACTION IN A LAMINAR BOUNDARY LAYER 

Abstract-In this paper, an approximate solution to the problem of steady diffusion with a first-order 
irreversible chemical reaction in a laminar boundary layer over a Rat plate, is derived. This solution, that 
gives the reaction factor is obtained for high Schmidt numbers. It has been compared with other theoretical 
expressions deduced from the literature, and the comparison shows its value. The case of a second-order 

irreversible chemical reaction is also studied in the paper. 
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STOFFUBERTRAGUNG MIT IRREVERSIBLER CHEMISCHER REAKTION IN FINER 
LAMINAREN GRENZSCHICHT 

Zusammenfassung-In dieser Arbeit wird eine approximative Losung fur das Problem der stationaren 
Diffusion mit einer irreversiblen chemischen Reaktion erster Ordnung in einer laminaren Grenzschicht 
tiber einer ebenen Platte abgeleitet. 

Diese Losung fur den Reaktionsfaktor ist fur grosse Schmidt-Zahlen giiltig. Die Losung wurde mit 
anderen theoretischen Ausdriicken aus der Literatur verglichen, und damit wurde such ihre Brauchbarkeit 
nachgewiesen. In der Arbeit wird such der Fall einer irreversiblen chemischen Reaktion zweiter Ordnung 

untersucht. 

IIEPEHOC MACCbI HPM HAJIIBWIH HEOEPATMMOm XHMMYECHOfl 
PEAHLH,Wi B JIAMBHAPHOM HOPPAHWIHOM CJIOE 

PeIIIeHEle, rIOJIy'4eHHOe AJIFl 6OnbmEiX 'IllCeJI UMllATa, Cp3BHHBaeTCfl C J(pJ'IWMH TeOpe- 

THYeCKCIMll BbIpa?KeHAHMkl, BBHTbIMH I43 JIHTepaTJ'pbI. B CTaTbe TaKH(e p3CCM3TpMBaeTCR 

CJIyWti HeO6paTAMOfi XklMWfeCKOtl pe3K~MH BTOpOrO pOA3. 


